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NOTE Cet exercice reprend une forme de structure en portique asymétrique déjà étudiée dans d’autres 
exercices pour introduire , à chaque fois , une singularité méritant une explication particulière. Dans le cas 
présent il s ’agit de prendre en compte une liaison interne élastique entre deux éléments de structure. 


Portique à liaison interne (articulation) élastique 

On étudie la structure en portique défìnie par la fìgure |0.1| dans Lhypothèse où les déformations d’effort 
normal sont négligeables \ e^ = 0. L’originalité du problème réside dans la présence d’une articulation 
élastique représentée par un ressort en spiral. 


description 

Les poteaux du portique sont articulés en pied. Le poteau (1) est élastiquement lié à la traverse (2) en B. 
La raideur de la liaison élastique est notée c et est exprimée en termes de raideur de flexion de la fagon 
suivante : 

EI 

c = oì—— 

1j 

c est donc homogène à un couple et le coeffìcient a est adimensionnel. 

Les caractéristiques dimensionnelles sont les suivantes \L\ — Lab = L , 

Les caractéristiques mécaniques (inertie et section droite) sont \EI\ = 

EI3 = EIcd = EI. 

Le portique est soumis à Laction d’une charge répartie uniforme agissant sur le poteau [AB] et valant q. 


L‘2 = L B c = L 3 = Lcd = =L. 
EIab = EI , EI 2 = EIbc = 2EI, 


raideur ressort 


El 



Figure 0.1 - Portique bi-articulé en pied comportant une liaison interne élastique. 


question 

Déterminer le champ des sollicitations par application de la méthode des déplacements. Discuter le résultat 
selon le paramètre a. 


1 


corrigé 

Détermination des degrés de liberté (DDL) 


En A : articulation donc Ua = Va = 0 et rotation du pied de poteau condensable 
En D : articulation donc U& = Vd = 0 et rotation du pied de poteau condensable 


En B : les translations ne sont pas nulles a priori : Ub,Vb sont des mobilités possibles. L’articulation est 
élastique : 

— « articulation » signifìe que les extrémités B des barres (1) et (2) sont différentes ; 

— « élastique » signifìe que le moment fléchissant en tète de poteau (ou à l’origine de la traverse) n’est 
pas nul. II n’est donc pas possible de relaxer les rotations des extrémités des barres. 

=4> nous allons ainsi défìnir 2 DDL de rotation au mème noeud B : 

1. Qbi à l’extrémité de la barre (1) 

2. £Ìb 2 à l’extrémité de la barre (2) 


— tout se passe comme si il y avait en fait deux noeuds géométriquement superposés en B : B\ et B 2 

— de ce fait nous allons introduire un élément fìctif, fìgurant le ressort de liaison, entre les noeuds B\ et 
B 2 . Voir les fìgures |Q.2| et [03 


élément fictif 



Figure 0.2 - Portique bi-articulé en pied comportant un élément fictif, de taille nulle , en remplacement de 
la liaison interne élastique. 

Et C : liaison rigide donc a priori : Uc^Vc^ ^c 

Tenons compte de l’hypothèse d’inextensibilité des poutres : 

£ab = £i = 0 donc Vb = 0 
£cd =£3 = 0 donc Vc = 0 
£bc =£2 = 0 donc U b — Uc 

II ne reste donc qu’un seul DDL de translation, nous adopterons Ub, en plus des trois DDL de rotation Qbii 
Qb 2 et ííc- 


Equations intrinsèques 
Poutre (1) = [ABi\ : 


EI 


EI 


EI 


MabI — 4 —j—LUA + + 6yy 

h h h 

Mb\A — 2 -~jr~UJA + 4 -j-WB + 6 -J 2 

comme v>a = 0 , que vb = —Ub-> que ujb = que uja = 
enfìn, que M AB = —M BA = — il vient : 


(va - V B ) + M% = 0 
(va -V B )+ M% a 

0 doit ètre condensée du fait que Mab = 0 et, 


Mabi = 0 

EI EI 1 

Mbia = 3 — ÍÌbi + 3 ~jyUb — -#L 2 


( 0 . 1 ) 
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Poutre (2) = [B^C] : 


_ 2 EI 2EI „ 2 EI , 

Mb2C = 4 -ò — + 2^ — cjc + 6— — ~ (vb — vc) 

ÌL ÌL (Ì L V 


2 

_ 2EI 2EI n 2EÌ , 

McB 2 = 2~o LUb + 4^5 idc + 6— — 2 (+B — Vc) 

3 -L h {3 2 

2 2 


-L 


Ici vb = vc = 0, c+b = ^B 2 et que ujc = ainsi : 


,, 16 E/. SET 

M B 2C = —^-^-B2 + 

ÍEL 16£/ 0 

McB2 = 


(0.2) 


Poutre (3) = [C/4] 


_ EI EI EI, 

Mcd = 4^^cjc + 2^^lvd + 6 x 2 (uc — +d) 


L 

2 


Z/ 

2" 


.27 

_ e/ ei e i , , 

Mdc = 2—j^uJc + 4^^cj£> + 6 7 — - 2 (uc — ^c) = 0 


L 

2 


L 

2" 


Avec vd = 0, cjc = ^c, ^d à condenser car Mdc = 0 , vc = Ub : 

r EI EI 

I Mcd = 6 — ííc + V2 — Ub 

1 Mjjc = 0 


(0.3) 


Elément « ressort (4) = [Z>i/> 2 ] : La liaison élastique est remplacée par un élément fìctif de dimension 

nulle permettant de distinguer les noeuds B\ et Z >2 alors que ceux-ci sont superposés. 


M, 


D.B2 
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2 


m r 
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Figure 0.3 - Liaison élastique. 

La loi de comportement de cet élement se décline comme suit : 

Ubi = Ub2 
Vb 1 = Vb2 

Mb1B2 = —Mb2B1 = c (Vbi — Vb2) 
il y a proportionalité entre les moments nodaux et Louverture de Larticulation. 


(0.4) 


Equations d’équilibre 

Classons les DDL dans l’ordre suivant : LLbu Ub 


D^i) : 


0 

(0.5) 

^£ 2 ) : 


0 

(0.6) 


3 



3. Equation cTéquilibre du noeud C (équation « associée » à fìc) • 

Mcb2 + Mcd = 0 (0.7) 

4. Equation d’équiibre associée à Ub : 

On remplace la structure native par un mécanisme associé, en équilibre, obtenu en relaxant les liaisons 
rigides et en appliquant les moments nodaux ainsi libérés. De plus la diagonale est supprimée et 
remplacée par l’effort normal (fìgure [0~4]) . 
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Figure 0.4 ~ Mécanisme (de panneau) associé à la structure native et champ de vitesse virtuel rigidifiant 
par morceau et cinématiquement admissible. 

On écrit le principe des puissances virtuelles appliqué au mécanisme (S*) dans son propre champ de vitesse. 

lL t.Ll±EÍ 

soit 


q-L/JL • — — — h MbiA^I + (M B 2 C + Mcd) <^2 + Mcd^ 3 = 0 


1 T M B ia ^Mcd n 
-,L~— — =0 

que l’on met en forme en rejetant les forces appliquées dans le second membre : 

Mbia %Mcd 1 T 

— + — = 2“ L 


(0.8) 


Assemblage 

On ré-écrit les équations |0.5[ |0.6[ |0.7| et |0.8| en tenant compte des lois de comportement |0.1[ |0.2| |0.3| et |0.4| 
Le système d’équations étant linéaire, on l’écrit algébriquement : 
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Homogénéisation 

On introduit le coeffìcient a tel que : 


c = a 


EI 

~L 


On pose 


U B 

X 1 = fì B lì x 2 = OR2, x 3 = ^Ci x 4 = 


4 



et on multiplie la dernière équation par L. Ainsi : 


\ 

ì 

ou : 

inversion du système selon le paramètre a : 

EI 

1. cas a = 1 c = — — cas de la liaison élastique 


( 3 + a 
—a 

0 
3 


—a 
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alpha= 1.00E+00 


[K] 

4.000 

-1.000 

0.000 

3.000 






-1.000 

6.333 

2.667 

0.000 






0.000 

2.667 

11.333 

12.000 






3.000 

0.000 

12.000 

27.000 





lnv[K] 

0.29957 

0.02371 

0.05603 

-0.05819 

[F] 

0.125 

[U] 

0.001078 


0.02371 

0.19612 

-0.08190 

0.03376 


0.000 


0.024066 


0.05603 

-0.08190 

0.21552 

-0.10201 


0.000 


-0.056753 


-0.05819 

0.03376 

-0.10201 

0.08884 


0.625 


0.048252 


Figure 0.5 - Résolution du système pour a = 1. 


Solution en déplacement : 


íì 


B 1 


+0.001078^— n B2 = +0.024066-^— 
EI EI 




qL 3 


QL 4 


0.056753-^—— U B = +0.048252-^— 


EI 


EI 


2. cas a = 0 c = 0 - articulation simple usuelle 


alpha= 

0.00E+00 
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-0.10417 

[F] 
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0.25000 
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0.000 
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0.052083 


Figure 0.6 

- Résolution du système pour a 

= 0. 




Solution en déplacement : 

qTJS q t3 0 t3 q tA 

n B1 = +o.oio4i7A— n B2 = + 0 . 031250 ^- n c = - 0 . 062500 A— u B = + 0 . 052083 ^- 

EI EI EI EI 

3. cas a = oo c = oo - liaison infìniment rigide (on a pris A = 10 8 pour le calcul numérique) 
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alpha= 1.00E+08 


[K] 

########### ########### 

0.000 


########### ########### 
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0.000 
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0.000 

12.000 
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0.12981 
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Figure 0.7 - 

- Résolution 
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du système pour a = oo. 


Solution en déplacement : 


qL z 

ÍÌbi = +0.015224^- 
L1 


qL^ qL^ 

n B2 = +0.015224=— íì c = -0.049679-^— p 

Lí Lí 


a L 4 

U B = +0.043536 

Lí 


on remarquera dans ce dernier cas que Q 


B1 


íì 


B 2- 


diagramme de moment : cas a = 1 


Moment nodaux : 


EI 

Mbia = 3 — 


F 1 T 1 

SjjUb ~ ^qL 2 = qL 2 


3 x 0.001078 + 3 x 0.048252 - 1 


+0.02299gL 2 


M B ib 2 =c(Q B i - ÍÍB 2 ) = EI(n B 1 - Ll B 2 ) = qL 2 (0.001078 - 0.024066) = -0.02299gL 2 

Mb^bi = —c(^bi ~ íí B2 ) = +0.02299gL 2 

16 EI 8 EI í 16 8 \ 

M B 2C = -TT-j-LÌB 2 + ò-r n c = qL 2 í — x 0.024066 - - x 0.056753 = -0.02299gL 2 
o L ó L 3 J 

8 EI 16 EI /8 16 \ 

Mcb 2 = - —j~&B + — —j~Qc = qĹ 2 í - x 0.024066 — — x 0.056753 ) = — 0.23851gL 2 
o L 3 L \o 3 J 

EI EI 

Mcd = 6 —n c + 12— rwU B = qL 2 (-6 x 0.056753 + 12 x 0.048252) = +0.23851«?L 2 
L _L+ 


On contróle les équations d’équilibre au passage. Moment au milieu de la poutre (1) : 

+0.13650<?L 2 


Mi(x=± 


+ Ĺ = qL 2 (- x 0.02299 + l 
2 8 H V2 8 


Le momen fléchissant s’en déduit aisément (fìgure 0.8). 


Université de Toulouse - UPS FSI - E.Ringot - calcul des ouvrages L3 - travail dirigé. 


6 


I 

0.02299 o 



Figure 0.8 - Moment fléchissant dans la structure pour a = 1 . 
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